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Blindtitel




Wir können die Welt auf verschiedene Weise begreifen: Mit den Händen, in Bildern, in abstrakten Begriffen. Beim Lernen kommt dem Wechsel dieser «Repräsentationsmedien» oder Darstellungsformen zentrale Be-deutung zu. Der Mensch ist das symbolfähige Wesen. Lernen zielt häufig darauf, dass Operationen abstrakt ausgeführt werden können. Aber Ab-strahieren ist eine Funktion, die im Konkreten ansetzt und fortgesetzt trainiert werden muss. In jeder Lerngruppe sind die Lernenden bezüglich Abstraktionsvermögen unterschiedlich stark. Der bewusste Umgang mit den Darstellungsformen ist ein wichtiges Instrument zur inneren Differen-zierung. Ganz allgemein kann Konkretisierung die Mathematik auch «menschlicher» machen.

Be-greifen

Wir kommen auf Beispiele zurück, die im Abschnitt «Operatives Prinzip» dargestellt sind. Beim Problem, Figuren mit bestimmtem Umfang und Flächeninhalt zu finden, wird der Ansatz erwähnt, den Flächeninhalt kon-stant zu halten und den Umfang zu variieren. Wer eine Lösung auf Häuschenpapier versucht - mit Wegradieren und Ansetzen - wäre bald froh um ein flexibleres Medium. Skizzen helfen zwar der Vorstellung, aber ein Hantieren mit konkreten «Häuschen» (z.B. Quadraten aus Karton) erhöht die Beweglichkeit spürbar und unterstützt unsere Vorstellung weit wirk-samer. Auch beim Lösungsansatz, der von einem konstanten Umfang aus-geht, ist konkretes Handeln möglich, z.B. mit einer festen Anzahl Streich-hölzer auf einem passenden Häuschenraster. 

Beim Spielplatzbeispiel wurde schon auf die Nützlichkeit von konkretem Material, wie Wendeplättchen, zur anschaulichen Beweisführung hinge-wiesen. Und bei der Aufgabe «100 Stück Vieh für 100 Gulden» von Adam Ries ist im Zusammenhang mit der Problemvereinfachung von «Umla-gern» und «Ersetzen von Gewichten» die Rede: Das ruft nach einem kon-kreten Medium. Z.B. lassen sich Stückpreise als rechteckige Einheiten ausschneiden. Mit diesen kann eine gewünschte «Preisfläche» abgedeckt werden.
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Theorie

Nach Jerome Bruner stellt unser Gehirn drei Medien für die Auseinandersetzung mit der Welt zur Verfügung (Bruner spricht von Medien der geistigen Repräsentation): Konkrete Handlungen, bildhafte Vor- bzw. Darstellungen, symbolische Codifizier-ungen: Sprachen. An der Wurzel des Er-fahrens stehen Handlungen. Diese kön-nen ikonisiert (in Bilder gefasst) oder symbolisiert (in sprachliche Codes über-tragen) werden. Umgekehrt lassen sich bildliche  und  sprachliche  Inhalte   wieder  enaktivieren, in Handlung umsetzen. 

 






Wenn es gelingt, Inhalte von einem Medium in ein anderes zu übersetzen, können sich die Darstellungsformen gegenseitig unterstützen.



Beispiele

Das Hebelgesetz lässt sich mit einer Zange vorführen, an einer Zeichnung erläutern, in eine Formel fassen. Es gibt Inhalte, die unser Gehirn zeitle-bens auf der Handlungsebene verwaltet: Velofahren etwa - eine bildhafte oder sprachliche Fassung dessen, was dabei genau abläuft, verbessert unsere Fahrtüchtigkeit nicht. Oder man versuche mit Worten zu beschrei-ben, wie beim Stricken vorzugehen ist oder wie eine Krawatte geknöpft wird. Mit der alten Wählscheibe merkte man sich Telefonnummern als Symbolfolgen. Mit den Tastenfeldern liegt eine figürliche oder sogar moto-rische Speicherung oft näher. Ein Schachzug, etwa die Rochade, kann als Bewegung,  als Bildfolge oder symbolisch (0-0) gespeichert sein.



Didaktische Konsequenzen

Der eigentliche Zielbereich für den Mathematikunterricht ist die Sym-bolebene. Daher erhält die Brunersche Theorie eine eminente Bedeutung. Abstrahieren muss gelernt werden. Abstrahieren ist ein Prozess, der im Konkreten beginnt. Die Sprache verwendet ja im Zusammenhang mit Ler-nen viele aussagekräftige Ausdrücke: begreifen, erfassen, verstehen, sich aneignen, einsehen - und z.T. die entsprechenden Substantive. «Denken ist Handeln» sagt Piaget. Die ursprüngliche Handlung ist die konkrete. Da-her sind wir gut beraten, die Lerninhalte in konkreten Situationen zu ver-ankern und Denkoperationen aus konkreten Handlungen abzuleiten. Ob eine Abstraktion auf die Bild- oder Sprachebene angezeigt ist, ist nicht nur eine Frage der individuellen Möglichkeiten, sondern auch eine solche der Anwendungsökonomie.

Es ist nicht so, dass die Handlungsebene zur Unterstufe gehört und man sich in oberen Schuljahren auf das Operieren mit Symbolen beschränken könnte. Auf jeder Stufe ist allen drei Ebenen Rechnung zu tragen, wobei klar ist, dass mit fortgeschrittener Entwicklung Abstraktionsprozesse im all-gemeinen schneller verlaufen, da sich Lernende vermehrt Inhalte auch auf der Bild- und Sprachebene aneignen können. 

Wichtig ist, dass, wenn immer die zu schwache Abstraktionsfähigkeit der Lernenden das verlangt, eine Verankerung im Konkreten geleistet wird.

Und wichtig ist auch, dass immer wieder exemplarisch Inhalte von einer Repräsentationsform in eine andere übersetzt werden.

Beispiele

· Zählen («mit Zahlen versehen») ist eine Handlung. Noch deutlicher: Zusammen-zählen und Weg-zählen. Im Erstrechenunterricht geschieht das ja auch an und mit Dingen. Aber schon lauert die Versuchung der schnel-len Symbole. Auch Varianten wie «Ergänzen» wollen be-griff-en sein.

Bei der Multiplikation (vor allem auch bei vielen Anwendungen) hilft seit al-tersher das Rechteckmodell (Z.B. als Schokoladentafel mit 6 Reihen à 4 Häuschen). Damit es später wirklich zur Verfügung steht, muss es einmal konkret aufgebaut worden sein. Doch kaum begriffen, lockt schon bei der Division die Abkürzung: Wozu noch einmal alles konkret durchspielen? Der schlanke Algorithmus liegt doch so nahe. - Zuerst muss aber die konkrete Handlung umgekehrt ausgeführt und verstanden werden - mit Papierstrei-fen zum Abschneiden oder Plättchen zum Wegnehmen.





  






· Woher kommt die Regel «Zähler mal Zähler durch Nenner mal Nenner» für die Multiplikation von Brüchen? Z.B. durch Versprachlichung aus dem Bildmodell - aber nur zuverlässig, wenn dieses be-griff-en worden ist.





  






· Warum müssen Brüche zum Addieren erweitert werden - und was be-deutet «erweitern» überhaupt? Die zweite Frage ist natürlich die erste. Auf die Notwendigkeit des Erweiterns stösst man schon beim Vergleichen.





   






· In der Geometrie ist es naheliegend, von konkreten Handlungen auszu-gehen, viele Begriffe suggerieren es: drehen, spiegeln, abwickeln. Hier be-steht eine Falle darin, zu glauben, dass nach einer konkreten Einführung die Handlungsebene bedingungslos und endgültig verlassen werden könne. Wenn in einer komplizierten Anwendung die Bedeutung einer Sym-metrie nicht erkannt wird, hilft vielleicht nur der Rückgriff auf den Spiegel. Und Schülerinnen und Schülern, welche Mühe haben, Achsen- und Zen-tralsymmetrie zu unterscheiden, hilft es, Figuren aus Elementen schritt-weise aufzubauen.





               






Geometrie bevorzugt das Medium Bild. Bewegungen sind konkreter, z.B. unsere eigenen Bewegungen im Raum. Wie verändert sich mein Schuss-winkel auf ein Tor, wenn ich mich vorwärts oder zurück bewege? Wie, wenn ich mich seitwärts bewege? Wo kann ich mich hinstellen, um die Torpfosten in einem Winkel von 90° zu sehen? Wie kann ich mich be-wegen, ohne dass dieser Winkel sich verändert? - Die Idee eines Bogens taucht auf, noch ungewiss. In einem Modell lässt sich die Idee - noch immer konkret - weiter untersuchen. Wir binden zwei Schnüre an Tisch-beine und markieren die Punkte, an denen sie sich rechtwinklig kreuzen. Der Halbkreis bestätigt sich: Thales.   

qqq
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· Und auch beweisen lässt sich der Thalessatz ohne Symbole und Formeln.  



   [image: image3.wmf]?



Wir schneiden einen Halbkreis aus Papier und markieren den Mittelpunkt des Durchmessers und einen Punkt auf dem Bogen.

Wir falten die beiden Durchmesser-Enden auf den Randpunkt: ( Es entsteht ein rechter Winkel. (Der gestreckte Winkel von vorher ist gleichmässig auf zwei La-gen verteilt, also halbiert.)

Ein Falt wird auf sich selber gelegt: ( Es entstehen vier rechte Winkel. (Kreuz von Achse und Fixgerade.)

Das gleiche geschieht am andern Falt.

An der geöffneten Figur erkennen wir ein Viereck mit drei rechten Winkeln. Also muss der vierte auch ein rechter sein.

Thales: «Der Winkel im Halbkreis ist ein rechter.»



· Weniger greifbar als mit Papier und Schere, aber doch wesentlich kon-kreter als an der fixen Figur, können Sachverhalte im Film untersucht wer-den. Ein hervorragendes Instrument sind Computerprogramme (wie z.B. Cabri), mit denen man Figuren bewegen und verformen kann. In der Dy-namik treten Zusammenhänge deutlicher zutage - «Was passiert, wenn ich...» (Operatives Prinzip).





· Eine Nagelprobe für das Brunersche Modell ist der Algebraunterricht, geht es doch hier um völlig abstrakte Inhalte. Gerade darum ist es aber für das Verstehen wichtig, dass diese durch Abstraktion aus dem Konkreten gewonnen werden, z.B. durch Verallgemeinern von Gesetzmässigkeiten an konkret vorhandenen Phänomenen.





 






Die entsprechende Untersuchung mit Prismen liefert die Terme  x + 2,       2 · x  und  3 · x .  Mit diesen einfachen Termen können Zusammenhänge beschrieben und erste Einsetzübungen gemacht werden. Ähnliches leisten Terme, die aus Zündholzketten gewonnen werden: 





       






Oder aus Würfeln gebaute Treppenfolgen:





 






Einseitige Treppen ergeben die Folge der Dreieckszahlen:
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Und ebenso anschaulich lässt sich beweisen, dass die Summe zweier auf-einanderfolgender Dreieckszahlen eine Quadratzahl ist:





          






· Auch viele geläufigere Gesetzmässigkeiten lassen sich ikonisieren; z.B. die «dritte binomische Formel»:





                 





Innere Differenzierung

Dem Wechsel der Darstellungsformen kommt beim Differenzieren emi-nente Bedeutung zu. In der Regel entspricht eine Konkretisierung einer Differenzierung für schwächere Schülerinnen und Schüler; wogegen eine Abstraktion die Anforderungen erhöht. Dabei kann eine feinere Einteilung zusätzliche Ansätze liefern:

Eine Tätigkeit «von Faust» ist eine konkretere Handlung als etwa die Bedienung eines Gerätes. Im Medium «Bild» ist ein Film konkreter als eine Zeichnung oder gar eine grafische Darstellung. Umgangssprache ist konkreter als eine Fachsprache. Noch abstrakter sind Programmierspra-chen oder Algebra.

Sinnvollerweise geht solches Wissen in das Repertoire der Schülerinnen und Schüler ein. Sie sollten von sich aus das Übersetzen in ein kon-kreteres Medium als Hilfe zum Begreifen einsetzen.

Dass konkreteres Vorgehen meistens mehr Zeit erfordert, darf keine Rolle spielen, wenn die Alternative heisst: «Mehr Zeit und Begreifen» oder «weniger Zeit ohne Begreifen». Wenn auf unterschiedlichen Abstraktions-ebenen gearbeitet wird, brauchen nicht alle Schülerinnen und Schüler gleich viel Zeit. Wer abstrakter vorgehen kann, gewinnt die Zeit, um tiefer in die Phänomene einzutauchen.



Soziales Lernen

Wenn Denken als verinnerlichtes Handeln verstanden wird, darf im Zu-sammenhang mit Lernen die Bedeutung der Gruppe nicht ausgeblendet werden. Aus der Spur «Interaktion  (  Dialog  (  Selbstgespräch  (  Denken» wird ersichtlich, wie wichtig Zusammen-Handeln und Darüber-Sprechen für das Lernen sind. Beim gemeinsamen Arbeiten an einem Pro-blem sehen wir uns aus Gründen der Verständigung häufig veranlasst, den Abstraktionsgrad zu senken (z.B. eine Aussage mit einer Bewegung zu ergänzen oder mit einer Skizze zu verdeutlichen). So trainieren wir gerade im sachbezogenen Dialog das Variieren der Repräsentationsmedien.



Mathematik für alle

Mathematik ist für mehr Menschen brauchbar, wenn sie konkreter ist. Mathematische Inhalte sind leichter zugänglich, je be-«greif»-barer sie gemacht werden können. Mathematikunterricht kann mehr leisten, wenn Vorstellungsvermögen und Abstraktionsvermögen nicht einfach voraus-gesetzt, sondern gezielt gefördert werden. Der spätere Alltagswert des Mathematikunterrichts hängt wesentlich von einem bewussten Umgang mit den Darstellungsformen ab.
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