Förderung der Mathematisierfähigkeit

Mathematisierfähigkeit ist die Kompetenz, den mathematischen Gehalt von Situationen zu erfassen. Sie ist insbesondere im Umgang mit Text- und Sachaufgaben gefragt. Die gezielte Förderung der Mathematisierfähigkeit soll dazu beitragen, dass Schülerinnen und Schüler ihre mathematischen Kenntnisse und Fertigkeiten im Umgang mit Sachproblemen bewusster einsetzen und nicht Blindstrategien verfolgen. Der Mathematisierungsprozess als Übergang vom Sachbereich in den mathematischen Bereich besteht aus mehreren Phasen. Diese sind einzeln beurteilbar und trainierbar

Richtziel Mathemati-

sierfähigkeit
Im Mathematikunterricht wird eine Schwelle überschritten, wenn innermathematische Kenntnisse und Fertigkeiten auf aussermathematische Sachverhalte angewendet werden sollen. Viele Schülerinnen und Schüler, denen das reine Rechnen, das Umformen von Gleichungen oder das Konstruieren aus vorgegebenen Elementen leicht fällt, bekunden Mühe mit «angewandten» Aufgaben:

-
wenn die Grössen, mit denen gerechnet werden soll, zuerst zusammengetragen und geordnet werden müssen;

-
beim Aufstellen der Gleichung aufgrund eines Textes;

-
wenn sprachlich formulierten Problemstellungen geometrische Fakten zu-zuordnen wären.
Die besonderen Schwierigkeiten deuten darauf hin, dass hier ein eigener Kompetenzbereich angesprochen wird. Dieser muss im Unterricht auch gesondert wahrgenommen werden. Bemerkenswert ist die Verbindung von der Mathematisierfähigkeit zum Vorstellungsvermögen und Leseverständnis. Das Richtziel Mathematisierfähigkeit unterstreicht die Bedeutung des situativen Unterrichts, der Fächerverbindung (insbesondere der Verknüpfung von Mathematik- und Sprachunterricht) sowie der Anwendung mathematischer Kenntnisse in ausserschulischen Situationen.

Mit der gezielten Pflege der Mathematisierfähigkeit sollen Schülerinnen und Schüler angeleitet werden, ihre mathematischen Kenntnisse und Fertigkeiten bewusster einzusetzen und breiter anzuwenden.

Blindstrategien

überwinden
Schülerinnen und Schülern der Unterstufe wurden Aufgaben der folgenden Art gestellt: «Ein Bauer hat 15 Rinder und 4 Schweine. Wie alt ist er?» Dabei wurde beobachtet, dass viele Kinder Lösungen anboten, obgleich sie angaben, die Aufgabe nicht zu verstehen. Ein «Lösungsweg» war etwa dieser: 15+4=19; das ist zu jung. 15-4 erst recht. 15:4 geht nicht auf. Bleibt 15 · 4 ( «Der Bauer ist 60 Jahre alt.»

Eine Rolle spielte dabei offenbar auch, dass die Kinder von der Lehrkraft keine sinnlosen Aufgaben erwarteten.

Ältere Schülerinnen und Schüler erklären eine solche Aufgabe für unlösbar, wenden aber ähnliche Strategien bei komplizierteren Aufgaben an. Z.B.: «Auf einem Rangierbahnhof stehen drei Züge mit insgesamt vier Lokomotiven und 25 Wagen. Die Lokomotiven sind alle vom gleichen Typ. Auch die Wagen sind unter sich gleich. Der erste Zug mit 1 Lokomotive und 5 Wagen ist 140 m lang.

a) Wie lang ist der Zug mit 2 Lokomotiven und 10 Wagen?

b) Wie lang ist der dritte Zug?»

Bei allzu vielen «eingekleideten» Schulbuchaufgaben sind Blindstrategien der Art «nimm zwei Zahlen und wähle eine Operation, die ein brauchbares Resultat» liefert, erfolgreich. Lernende, die so konditioniert werden, vermögen sich im Unterricht eine Zeit lang durchzuschlagen, scheitern dann aber, sobald sie vor realistischeren - meist komplexeren - Aufgaben stehen. Die Pflege der Mathematisierfähigkeit soll helfen, Blindstrategien zu entlarven und mit Sachaufgaben sinngemässer umzugehen.

Was ist

Mathematisier-

fähigkeit?
Mathematisierfähigkeit ist die Kompetenz, in Situationen, Sachproblemen, Texten usw. den mathematischen Gehalt wahrzunehmen und herauszuschälen. Es geht darum, in der - sehr oft sprachlichen - Verpackung mathe-matische Daten zu erfassen, mathematische Strukturen zu erkennen und innermathematisch so damit umzugehen, dass es dem äusseren Sachverhalt entspricht. Schülerinnen und Schüler müssen im Mathematikunterricht lernen, zu Sachverhalten passende mathematische Modelle zu entwickeln, darin sinngemäss zu operieren und die gewonnenen Lösungen im ursprünglichen Kontext zu interpretieren.
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Schritte des

Mathematisierens -

ein Beispiel
Für die Pflege der Mathematisierfähigkeit ist es hilfreich, Teile eines Mathematisiervorganges einzeln wahrzunehmen. Obwohl die nachstehend be-schriebenen Phasen im allgemeinen nicht streng nacheinander ablaufen, sondern sich gegenseitig beeinflussen, kann es für eine gezielte Förderung doch sinnvoll sein, sie getrennt wahrzunehmen. Beim Bearbeiten einer Aufgabe aus dem 8. Schuljahr (Sachrechnen 2: Nr. 168) könnten z.B. die folgenden Vorgänge ablaufen.

«Die gesammelten Werke eines Dichters umfassen drei Bände. Jedes Buch besitzt zwei Deckel von je 2 1/2 mm Dicke. Der erste Band ist mit den Deckeln 4,7 cm dick und zählt 210 Seiten. Wie dick sind der 298 Seiten starke zweite Band und der dritte Band mit seinen 184 Seiten?»

A Die Schülerin / der Schüler denkt vielleicht an einen bestimmten Dichter, sieht einen Mann am Schreibtisch, erinnert sich an eine Reihe Bücher auf dem eigenen Regal, an die Serie eines Lieblingsautors. Bücher treten hervor. Sie haben dicke Deckel, vielleicht bunte Umschläge. Die Bücher sind verschieden dick: Sie haben nicht gleich viele Seiten.

B Die Schülerin / der Schüler ahnt den Zusammenhang zwischen der Dicke der Bücher und der unterschiedlichen Seitenzahl. Dem ist besser nachzugehen, wenn man sich ein Buch von der Schmalseite her vorstellt, so dass die Seiten zwischen den Deckeln zu sehen sind. Wovon hängt die Dicke eines Buches ab? Von der Dicke der Deckel und der Gesamtdicke der Seiten. - Wie wirken sich die beiden Grössen aus? Jedes Buch hat zwei Deckel, aber die Seitenzahl variiert. Man kann sich auch vorstellen, wie ein Buch dicker und dünner wird; dabei bleiben die Deckel gleich. - Wie lassen sich die beiden Grössen isolieren? Man kann sich die Bücher ohne Deckel vorstellen, sie dicker und dünner werden lassen - wie bei einem Film - und bei verschiedenen Dicken die Deckel wieder aufsetzen.

C Die Schülerin / der Schüler stellt wesentliche Fakten zusammen:


 Es sind drei Bücher.


 Jeder Deckel ist 2,5 mm dick.


 Der erste Band ist 4,7 cm dick.


 Der erste Band zählt 210 Seiten.


 Der zweite Band zählt 298 Seiten.


 Der dritte Band zählt 184 Seiten.

D Die Schülerin / der Schüler ordnet die Daten und baut damit ein dem Sachverhalt entsprechendes berechenbares Modell - z.B. als Tabelle:


 Der  erste  Band ist 4,7 cm  dick. Er hat  zwei Deckel zu 2,5 mm und 210


 Seiten.


 Der zweite Band hat zwei Deckel zu 2,5 mm und 298 Seiten.


 Der dritte Band hat zwei Deckel zu 2,5 mm und 184 Seiten.
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A Die Situation muss für die Schülerin / den Schüler eine Bedeutung erlangen, sie muss Vorstellungen auslösen, Erfahrungen wecken, Erwartungen hervorrufen. Die Lernenden bauen Assoziationen, z.B. Bilder oder Begriffs-felder auf; sie nehmen Situationen nicht passiv wahr, sondern konstruieren sie aktiv nach und reichern sie dabei an.
B Die Nachkonstruktion muss weitere Überlegungen auslösen und Fragen aufwerfen. Die Lernenden heben Stellen hervor, lassen Bilder beweglich werden, verknüpfen Neues mit Bekanntem, setzen Unklarheiten in Fragen um.

C Die Schülerin / der Schüler muss die in der Situation enthaltene Information im Kontext der gestellten Fragen gewichten. Was ist wichtig, was unwichtig? Was ist primär, was sekundär bedeutsam?

D Mit Hilfe der ausgewählten Information konstruiert die Schülerin / der Schüler ein mathematisches Modell, welches strukturell der gegebenen Sachsituation entspricht.

Diese Stelle ist besonders anfällig für Blindstrategien. Entscheidend ist, dass nicht aus oberflächlichen Merkmalen (wie bestimmten «Schlüsselwör-tern») auf mathematische Operationen kurzgeschlossen wird; vielmehr muss aus einem Repertoire von Bausteinen ein verstandenes Modell konstruiert werden, welches sich mit mathematischen Mitteln bearbeiten lässt.

Jetzt kann gerechnet, umgeformt, konstruiert - also innermathematisch verfahren - werden. Die so gewonnenen Lösungen sind anschliessend im Rahmen des gestellten Sachproblems zu interpretieren und zu prüfen. Dabei spielen wieder die bei A und B aufgebauten Denkinhalte eine Rolle.

Es mag auffallen, dass erst die vierte Phase eine mathematikspezifische ist. Tatsächlich können die ersten drei z.B. auch beim Umgang mit einer Gebrauchsanweisung, beim Aufarbeiten eines Sachtextes, beim Knacken eines Krimis auftreten.


Beurteilung
Eine differenzierte Beurteilung von Mathematisierungsprozessen kann anhand von Kriterien zu den einzelnen Phasen erfolgen:

A Kann der/die Lernende einen Sachverhalt inhaltlich nachvollziehen (bebildern und nachbeschreiben)? - Wird ein persönlicher Bezug hergestellt?

B Findet eine Auseinandersetzung mit dem Sachverhalt statt? - Entwickelt der/die Lernende eigene Ideen und sinnvolle Fragen?

C Findet der/die Lernende in einer Situation die für die modellhafte Nachkonstruktion nötige Information?

D Kann der/die Lernende ein der Sachstruktur entsprechendes mathematisches Modell bauen, d.h. die Daten so darstellen, dass passende Rechenwege sichtbar werden?

Förderung
Je genauer eine Schwäche diagnostiziert wird, umso gezielter kann die Lernförderung sein. Ein den genannten Phasen entsprechendes Übungsangebot beinhaltet z.B.:

A Sich mit Sachtexten auseinandersetzen. Einander Situationen schildern. Anspruchsvolle Sachverhalte beschreiben, Figuren in Sprache und Texte in Bilder übersetzen.

B Situationen verändern. Zu Sachverhalten Varianten entwerfen. Sich gegenseitig Fragen stellen (z.B. zu einer Situation eine Frageliste zuhanden der Klasse aufstellen).

C Informationen nach verschiedenen Kriterien gewichten und sortieren. Für eine Entscheidung notwendige Daten von überflüssigen unterscheiden.

D Strukturelle Bausteine wie Tabellen, Skizzen, Rechenbäume, Operatorketten, Gleichungen aufbauen. Entscheidend ist, dass diese mit einer exemplarischen Bedeutung belegt, d.h. an einem konkreten Beispiel wirklich verstanden sind. Erst das macht sie abstrahierbar und damit übertragbar.

Die Förderung einer umfassenden Mathematisierfähigkeit erfolgt am besten an nicht allzu einfachen, aber ansprechend dargestellten Inhalten (Zeitungsartikel, Graphiken, Prospekte u.a.). Die Situation soll zum Einsteigen einladen, nicht bloss zum Ausrechnen auffordern. Blindes Operieren darf nicht zum Erfolg führen. Aufgaben aus Lehrmitteln können oft mit wenig Aufwand in die Richtung von Situationen verbessert werden (vgl. das Beispiel «Wasserführung von Flüssen» im Anhang).
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